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Выполнено сравнение экономичности двух методов расчета потенциала 

скорости жидкости с газовыми пузырьками: метода разложения по 

сферическим функциям и метода отражений. Показано, что на относительно 

больших расстояниях между пузырьками экономичность обоих методов 

примерно одинакова при любом количестве пузырьков. С уменьшением 

расстояния более экономичным оказывается метод разложения по сферическим 

функциям, за исключением случая двух пузырьков. 

 

Введение 

При изучении взаимодействия пузырьков в жидкости аналитико-

численными методами возникает подзадача определения потенциала 

скорости жидкости. Обычно потенциал ищется в предположении, что 

пузырьки расположены относительно далеко друг от друга [1-5]. В 

результате этого задача определения потенциала значительно 

упрощается. Исключение составляет лишь самый простой случай 

взаимодействия двух сферических пузырьков. Для этого случая 

имеется точное решение [6, 7], полученное еще в конце 19 века 

Хиксом методом отражений [8]. Решение Хикса представляется в 

виде относительно простых быстро сходящихся рядов. Оно 

справедливо при любых расстояниях между пузырьками, в том числе 

и при их касании (в последнем случае решение Хикса справедливо во 

всей области жидкости за исключением точки касания). Однако в 

жидкостях обычно имеется не два, а множество пузырьков. При 

изучении взаимодействия более двух пузырьков потенциал, как 

правило [4, 5], определяют с третьим или четвертым порядком 

точности относительно малого параметра, обратно 

пропорционального расстоянию между центрами пузырьков. 

Фактически это означает, что полученное решение справедливо лишь 



тогда, когда расстояние между поверхностями взаимодействующих 

пузырьков будет не меньше 10 и 5 их характерных диаметров, 

соответственно. 

Сравнительно недавно в [9] была предложена математическая 

модель взаимодействия произвольного количества произвольно 

близко расположенных в одну линию слабонесферических 

пузырьков. Она основана на представлении потенциала скорости 

жидкости в виде ряда по сферическим функциям. Нетрудно заметить, 

что сходимость рядов по сферическим функциям по мере сближения 

пузырьков ухудшается. (Некоторые исследователи даже ошибочно 

считают, что по мере сближения пузырьков ряды по сферическим 

функциям расходятся.) Поэтому реальная область применимости 

модели [9] по минимальному расстоянию между 

взаимодействующими пузырьками ограничена возможностями 

современных компьютеров и составляет порядка их характерного 

радиуса. В связи с этим возникает потребность в проверке 

работоспособности метода отражений при определении потенциала 

скорости жидкости в случае взаимодействия более двух пузырьков. 

Настоящая работа посвящена сравнению эффективности двух 

методов определения потенциала скорости в задачах взаимодействия 

пузырьков в жидкости: метода отражений Хикса [6, 7] и метода 

разложения по сферическим функциям [9]. Для этого метод 

отражений обобщается на случай произвольного количества 

пузырьков. При этом рассматривается взаимодействие сферических 

пузырьков, центры которых расположены на одной прямой. 

Выражения, полученные двумя методами, тестируются на решении 

задачи о потенциале скорости жидкости при наличии в ней двух сфер 

одинакового радиуса, движущихся навстречу друг к другу с 

одинаковыми скоростями [6]. 

 

Математическая модель 

В жидкости имеется K пузырьков с центрами на оси z. 

Потенциал скорости жидкости  удовлетворяет уравнению Лапласа 
2 0    

и граничному условию на поверхности каждого пузырька 
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где iR , iz  – скорости изменения радиуса i-го пузырька и координаты 

его центра на оси z, ir , i  – радиальная и широтная координаты 

сферической системы отсчета с началом в центре i-го пузырька 

(рис. 1), i = 1, 2, ..., K. 

В методе разложения по сферическим функциям [9] потенциал 

скорости жидкости  в сферической системе координат i-го пузырька 

представляется в следующем виде 
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где t – время, P  – полином Лежандра степени , 
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       , i j i jd z z  , iz  – координата центра i-го 

пузырька, 1i js   при i jz z , 1i js    при i jz z , 

i, j = 1, 2, ..., K (i ≠ j). 

 
 

Рис. 1. Системы отсчета, применяемые при определении потенциала методом 

разложения по сферическим функциям. 

 



Подстановкой выражения потенциала (2) в граничные условия 

(1) получается система линейных алгебраических уравнений 

относительно коэффициентов потенциала iB  
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где k
  – символ Кронекера, iR  – радиус i-го пузырька. 

В силу того, что для любой пары пузырьков   1i j i jR R d  , 

решение системы (3) довольно легко находится методом 

последовательных приближений, который приводит к следующим 

рекуррентным соотношениям 
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При использовании метода отражений потенциал ищется в виде 
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Нулевое приближение потенциала определяется из решения 

задачи для одиночного пузырька и имеет следующий вид 
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Последующие приближения определяются с помощью теоремы 

Вейса для сферы [10] в следующем виде  
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i k  – радиальная и широтная координаты сферической системы 

с отсчетом 
( )n
i kr  от точки 
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k = 0, 1. Параметры с индексом k = 0 соответствуют радиальным 

пульсациям пузырьков, а с индексом k = 1 – их пространственным 

перемещениям. 

Коэффициенты 
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kA  находятся из следующих рекуррентных 

соотношений 
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в которые входят цепные дроби 
 m

kc , определяемые следующим 

образом 

 
 

Рис. 2. Системы отсчета, применяемые при определении потенциала методом 

отражений. 

 



 
 1
0c c , 

  2

2 1

2
1

1

j

j j

R
c

d
 , 

 
 

1

1

2

1

m

m m

jm

k m
j j k

R
c

d c









, (9) 

где k = 0, 1, m = 2, 3, …, n, 1nj i  . 

Коэффициенты, полученные двумя методами, можно связать 

следующими соотношениями 
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Для сравнения экономичности двух методов в настоящей работе 

используется сила гидродинамического взаимодействия между 

пузырьками (вторичная сила Бьеркнеса). Сила гидродинамического 

взаимодействия j kF  между j-м и k-м пузырьками находится по 

формуле 
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Здесь Е – кинетическая энергия идеальной несжимаемой жидкости, 

которая определяется через интегралы по поверхности пузырьков 

следующим образом [11] 
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где  – плотность жидкости. 



Подставляя в равенство (10) выражения для   и ir   

соответственно из (1) и (2) и учитывая ортогональность полиномов 

Лежандра, для кинетической энергии жидкости можно получить 

следующее соотношение 
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Верификация 

Для тестирования правильности полученных выше выражений 

для двух методов определения потенциала скорости используется 

решение задачи о потенциале скорости несжимаемой жидкости при 

наличии в ней двух одинаковых сфер радиуса R, движущихся 

навстречу друг к другу с одинаковыми скоростями w. 

При малых расстояниях между поверхностями сфер для силы 

 
 

Рис. 3. Зависимости безразмерной силы гидродинамического взаимодействия 

между двумя пузырьками от логарифма безразмерного расстояния между ними, 

полученные методом отражений (а – штриховые линии), методом разложения 

по сферическим функциям (б – штриховые линии) и по асимптотике (а, б – 

жирные сплошные линии). 

 



гидродинамического взаимодействия можно из соотношений работы 

[6] получить следующее асимптотическое выражение 
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где  – постоянная Эйлера. 

На рис. 3 представлена зависимость безразмерной силы от 

логарифма безразмерного параметра h / (2R) – расстояния между 

пузырьками в их диаметрах, где 12 2h d R   – расстояние между 

поверхностями пузырьков. Штриховыми линиями представлены 

результаты расчетов, полученные методом отражений (а) и методом 

разложения по сферическим функциям (б) при разном количестве 

итераций N, проделанных по формулам (5)-(9) и (2)-(4) 

соответственно. Жирной сплошной линией приведено 

асимптотическое решение, полученное по формуле (11). 

Из рис. 3 видно, что по мере увеличения числа итераций N, 

решения, полученные обоими методами, сходятся к асимптотике. 

Отсюда следует, что представленные выше выражения являются 

правильными и что для изучения близкого взаимодействия пузырьков 

можно использовать как метод отражений, так и метод разложения по 

сферическим функциям. 

 

Сравнение экономичности методов отражений и разложения 

по сферическим функциям 

Для сравнения эффективности рассматриваемых методов 

нахождения потенциала используется задача о движении идеальной 

несжимаемой жидкости при наличии в ней двух или более 

одинаковых сферических пузырьков радиуса R, центры которых 

находятся на одной прямой (расстояние между соседними 

пузырьками одинаково). Предполагается, что все пузырьки 

расширяются с одинаковой скоростью u. Все пузырьки, кроме 

центрального, в случае нечетного числа пузырьков двигаются к 

центру системы (точке, равноотстоящей от крайних пузырьков) с 

одинаковой (по модулю) скоростью w. В случае нечетного количества 

пузырьков центральный пузырек считается неподвижным. 



На рис. 4 приводятся зависимости безразмерной силы 

гидродинамического взаимодействия между соседними пузырьками 

от номера итерации N при наличии в жидкости от двух до пяти 

пузырьков. Расчеты выполнены при h / (2R) = 0,1 и u = w, где h – 

расстояние между поверхностями соседних пузырьков. Закрашенные 

кружочки, соединенные для удобства восприятия сплошной линией, 

получены с использованием метода разложения по сферическим 

функциям (2)-(4), а незакрашенные кружочки, соединенные 

штриховой линией, – методом отражений (5)-(9). 

Из рис. 4 следует, что по мере увеличения числа итераций N при 

наличии в жидкости как двух, так и более двух пузырьков оба метода 

дают сходимость к одному и тому же результату. Вместе с тем, 

 
 

Рис. 4. Зависимости безразмерной силы гидродинамического взаимодействия 

между соседними пузырьками от числа итераций N, рассчитанные методом 

разложения по сферическим функциям (закрашенные кружочки, соединенные 

сплошными линиями) и методом отражений (незакрашенные кружочки, 

соединенные штриховыми линиями) при разном количестве пузырьков K. 

 



скорость сходимости по числу итераций неодинакова: намного 

быстрее сходятся приближения, полученные методом отражений. 

Так, в случае двух пузырьков, проделав 6 итераций по формулам (5)-

(9), можно найти приближение, имеющее примерно такую же 

погрешность, что и приближение, полученное по формулам (2)-(4) за 

15 итераций. 

При сравнении эффективности методов нужно сравнивать 

затраты компьютерного времени, необходимые для получения 

решения с заданной точностью. На рис. 5, 6 представлены графики 

потребностей компьютерного времени для расчета решения задачи с 

четырьмя-пятью верными значащими цифрами в зависимости от 

 
 

Рис. 5. Зависимости компьютерного времени, затрачиваемого на вычисление 

силы гидродинамического взаимодействия между крайними пузырьками с 

заданной точностью, от количества взаимодействующих пузырьков. 

Закрашенные кружочки, соединенные сплошными линиями, соответствуют 

методу разложения по сферическим функциям, незакрашенные кружочки, 

соединенные штриховыми линиями, – методу отражений. 

 



количества пузырьков (рис. 5) и безразмерного расстояния между 

пузырьками (рис. 6). Соответствие между кривыми и методами 

расчета то же, что и на предыдущем рисунке. Приведенные 

результаты расчетов получены при K = 2, 3, …, 10, 

h / (2R) = {10; 1; 0,1; 0,01}. 

Из рис. 5, 6 видно, что по мере уменьшения расстояния между 

пузырьками эффективность обоих методов уменьшается. При этом 

более эффективным в случае двух пузырьков оказывается метод 

отражений, а когда пузырьков больше двух – метод разложения по 

сферическим функциям. С уменьшением расстояния между 

пузырьками преимущество одного метода (метода отражений в 

 
 

Рис. 6. Зависимости компьютерного времени, затрачиваемого на вычисление 

силы гидродинамического взаимодействия между крайними пузырьками с 

заданной точностью, от безразмерного расстояния между пузырьками. 

Закрашенные кружочки, соединенные сплошными линиями, соответствуют 

методу разложения по сферическим функциям, незакрашенные кружочки, 

соединенные штриховыми линиями, – методу отражений. 

 



случае двух пузырьков и метода разложения по сферическим 

функциям в случае более двух пузырьков) над другим все более 

возрастает. 

 

Заключение 

Проведено сравнение экономичности двух методов расчета 

потенциала скорости жидкости при наличии в ней нескольких 

пузырьков (пузырьки расположены на одной прямой): метода 

отражений Хикса [6, 7] и метода разложения по сферическим 

функциям [9]. Метод отражений обобщен на случай произвольного 

количества пузырьков. 

Выполнено тестирование полученных в работе формул для 

определения потенциала скорости жидкости. Для тестирования 

использовано асимптотическое выражение силы гидродинамического 

взаимодействия между двумя близко расположенными сферами 

равного радиуса, движущимися навстречу друг к другу с 

одинаковыми скоростями [6]. Получено хорошее согласование 

результатов обоих методов с асимптотикой. 

Проведены расчеты силы гидродинамического взаимодействия 

между двумя и более сферическими пузырьками одинакового 

размера, находящимися в жидкости на одной прямой и 

совершающими как радиальные пульсации, так и пространственные 

перемещения. Показано, что по мере увеличения числа итераций 

приближения методов отражений и разложения по сферическим 

функциям сходятся к одному и тому же результату. 

Выполнено сравнение потребностей компьютерного времени 

для расчета силы гидродинамического взаимодействия. Показано, что 

на относительно больших расстояниях между пузырьками 

экономичность обоих методов примерно одинакова при любом 

количестве пузырьков. С уменьшением расстояния более 

экономичным оказывается метод разложения по сферическим 

функциям, за исключением случая двух пузырьков. 

 

Работа выполнена в рамках программы РАН и при поддержке 

РФФИ. 
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