
Глава 7

НЕКОТОРЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ                                                                        СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ


В данной главе рассматриваются принципиальные математические вопросы статистической механики и термодинамики неэкстенсивных систем, которые не были изучены, либо недостаточно представлены в предыдущих главах. Полученные результаты находятся в рамках общей идеологии вероятностного 
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-пространства, основанной на свойствах полунормы
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произвольной случайной физической величины 
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Обобщение выражения (7.0.1) началось с работы А. Колмогорова [81], где вводится так называемое среднее с весом и произвольной функцией 
[image: image4.wmf]φ

 [51]
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При выполнении условия нормировки для распределения из (7.0.2) следует выражение
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которое перепишем в виде
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Среднее с произвольной функцией имеет основные свойства [51]
                              а) 
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                            б) 
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где 
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 и 
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 – постоянные и 
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только при условии, чтобы функция 
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 удовлетворяла неравенству
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Класс функций 
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 исследуется в теории выпуклых функций.


Применение выражения (7.0.3) в статистической термодинамике находим пока еще в единственной работе [67]. Исследования в этом направлении являются весьма перспективными.


В качестве примера рассмотрим различные функции 
[image: image20.wmf](

)

T

φ

 и получим известные выражения 
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                   при 
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рассматриваемые в статистической теории.

7.1. ОТОБРАЖЕНИЕ УСРЕДНЕНИЙ


Рассмотрим неэкстенсивную систему с неравновесным распределением 
[image: image34.wmf](
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Среднее значение микроскопической энтропии есть энтропия Тсаллиса
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Усреднение производится величиной 
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p

. Представим энтропию Тсаллиса в следующем виде


[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

=

=

pdX

p

s

dX

p

p

s

p

S

q

q

q

q

~

,                    (7.1.3)

где усреднение эффективного значения микроскопической энтропии
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производится распределением 
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. Взаимосвязь между (7.1.1) и (7.1.4) дается равенствами
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где появляется коэффициент 
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. Таким образом, имеем взимооднозначное отображение усреднения с 
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 величины 
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. Это отображение означает, что имеем изоморфизм неравновесных состояний системы с 
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. Используя  значение распределения в (7.1.1) и (7.1.4), получим соотношения
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Из равенства (7.1.7) получим свойство псевдоаддитивности двух микроскопических 
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-энтропий
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     При 
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 микроскопические энтропии равняются 
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Далее находим изоморфизм статистических характеристик макроскопических энтропий. Для чего запишем флуктуацию микроскопической энтропии
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и, согласно (7.1.3) и (7.1.5), получим равенства
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Здесь имеем традиционное выражение флуктуации при усреднении с 
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Из (7.1.11) получим значения дисперсий микроскопических энтропий
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При 
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 флуктуации микроскопических энтропий совпадают.

7.2. РАВНОВЕСНОЕ СОСТОЯНИЕ С ЭФФЕКТИВНЫМ                                                                                                                           ГАМИЛЬТОНИАНОМ

Рассмотрим неэкстенсивную систему в термическом равновесии, состояние которой характеризуется распределением
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Здесь 
[image: image66.wmf]β

– обратная температура, 
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– гамильтониан и 
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F

– свободная энергия, зависящая от обобщенного статистического интеграла
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Учитываем значение средней энергии в двух отображениях
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где 
[image: image71.wmf]H
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– эффективный гамильтониан, и имеем соотношения
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Подставляя в (7.2.4) распределение (7.2.1), получим гамильтонианы


                 
[image: image73.wmf](

)

[

]

(

)

H

q

k

H

F

q

k

H

q

β

β

-

-

×

-

-

=

-

-

1

1

1

1

~

1

1

,                  (7.2.5)


                        
[image: image74.wmf](

)

(

)

q

F

H

q

k

H

H

-

-

+

=

-

~

1

1

~

1

β

.                           (7.2.6)

Величины 
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 и 
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Распределение, зависящее от эффективного гамильтониана, имеет следующий вид
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При 
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 распределение (7.2.8) совпадает с каноническим распределением Гиббса
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для аддитивных систем, находящихся в термостате с температурой 
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. Гамильтониан и его эффективное значение совпадают, а свойство (7.2.7) преобразуется в закон аддитивности противоположных величин
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Подставляя распределение (7.2.8) в (7.1.2) и (7.1.4), получим энтропию Тсаллиса
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и микроскопическую энтропию
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Разность их дает флуктуацию эффективной микроскопической энтропии
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которая, как и следовало ожидать, линейно зависит от флуктуации эффективного гамильтониана.


Дифференцируем энтропию Тсаллиса и находим известные соотношения равновесий термодинамики


                    
[image: image86.wmf](

)

(

)

β

β

β

d

E

F

d

dE

p

dS

q

q

q

q

=

=

,

.               (7.2.14)


Изоморфизм равновесных состояний неэкстенсивной системы с гамильтонианом 
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 и усреднением с 
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 и усреднением с 
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, выраженный равенствами (7.1.3) и (7.2.3), позволяет сформировать вариационный принцип для получения равновесного распределения (7.2.8).


Итак, используем экстремальные свойства энтропии Тсаллиса
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при заданном среднем значении эффективного гамильтониана и сохранении нормировки
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Для нахождения вероятного распределения вычислим безусловный экстремум функционала
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где 
[image: image94.wmf]α

 и 
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 есть множители Лагранжа. Из условия
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следует равенство


                           
[image: image97.wmf]H
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В силу произвольности коэффициентов 
[image: image98.wmf]α

 и 
[image: image99.wmf]τ

 используем равенства
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Тогда из (7.2.19) вытекает нормированное 
[image: image101.wmf]q

-распределение с параметрами 
[image: image102.wmf]q

 и 
[image: image103.wmf]β
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и эффективным гамильтонианом для равновесного состояния неэкстенсивной системы.
7.3. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ                                                                                                          С ЭФФЕКТИВНЫМ ГАМИЛЬТОНИАНОМ


В параграфе 5.6 рассматриваются дифференциальные уравнения для микроскопической энтропии 
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и распределения 
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где флуктуация гамильтониана
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Уравнение (7.3.2) является нелинейным относительно распределения, что проявляется при решении его квантового аналога (5.6.15). Поэтому переходим к отображению системы с гамильтонианом 
[image: image110.wmf]H

 на систему с эффективным его значением 
[image: image111.wmf]H
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.


Дифференцируем эффективную микроскопическую энтропию
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и получим
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(7.3.5)

Усредняем (7.3.5) по распределению 
[image: image114.wmf]p

 и получим среднее значение производной эффективной микроскопической энтропии
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которое пропорционально среднему значению производной эффективного гамильтониана.


Для производной среднего значения энтропии справедливо равенство
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С учетом (7.3.5) это равенство запишется так



[image: image117.wmf](

)

ò

¶

¶

-

=

¶

¶

dX

p

p

qk

p

S

q

q

β

β

ln

.                           (7.3.8)

Здесь для распределения имеем линейное дифференциальное уравнение
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это является важным аргументом для приложений.


Представим распределение (7.2.8) в форме
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где 
[image: image120.wmf]p

¢

 – ненормированное распределение, которое удовлетворяет равенству
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Затем подставим (7.3.10) в (7.3.9) и, используя термодинамическое соотношение
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в итоге получим дифференциальное уравнение для ненормированного распределения
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Аналоги уравнений (7.3.9) и (7.3.13) в квантовой неэкстенсивной статистической механике имеют следующий вид
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Здесь 
[image: image126.wmf]H

 есть оператор Гамильтона, 
[image: image127.wmf]ρ
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 - ненормированный оператор плотности, удовлетворяющий условию
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В координатном представлении уравнение (7.3.15) запишется так
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где нелинейный оператор, зависящий от гамильтониана, действует на переменную 
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 в 
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Решая уравнение (7.3.17), находим свободную энергию
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и остальные термодинамические величины равновесной неэкстенсивной термодинамики.


Далее рассмотрим статистическое равенство в условии термического равновесия
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Используем выражение
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и перепишем (7.3.20) в следующем виде
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Из (7.3.22) следует, что теплоемкость неэкстенсивной системы 
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 выражается посредством традиционной дисперсии
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и для нее справедливы неравенства 
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Таким образом, результаты, полученные в этих первых параграфах главы 7, достаточно полно показывают изоморфизм состояний неэкстенсивной системы. При этом используются эффективные величины, вытекающие из закона псевдоаддитивности. Для равновесного состояния эффективный гамильтониан 
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 зависит от обратной температуры и имеет нелинейный вид относительно 
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7.4. ГРУППА МАКРОСКОПИЧЕСКИХ 

-ЭНТРОПИЙ                                                                                                                                      И ЕЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
    Пусть имеется непустое множество макроскопических 
[image: image145.wmf]q

-энтро-пий для независимых статистических систем с одной бинарной операцией, в которой каждой паре 
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а) ассоциативность
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б) наличие единичного элемента
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в) наличие обратного элемента
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Рассмотрим абелеву группу с коммутативной бинарной операцией
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для любых 
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Для нахождения явного вида бинарной операции зададим следующее представление абелевой группы 
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-энтропий. Каждой 
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-энтропии 
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Умножение коммутативно
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и ассоциативно
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Единичным элементом в условии
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является единичная матрица
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а обратная матрица имеет вид
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Определим явный вид матрицы 
[image: image167.wmf](

)

S

A

, исходя из условий (7.4.5) – (7.4.10), и, соответственно, явный вид бинарной операции 
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-энтропии. Для чего запишем матрицу в общем виде
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где функции 
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Используем условие коммутативности (7.4.5) для умножения
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Здесь функции с индексами 1 и 2 зависят, соответственно, от энтропий 
[image: image176.wmf]1
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 и 
[image: image177.wmf]2
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. В результате получим систему из функциональных уравнений



[image: image178.wmf]1

2

1

2

2

1

2

1

c

b

a

a

c

b

a

a

+

=

+

                          (7.4.13)



[image: image179.wmf]1

2

1

2

2

1

2

1

d

d

b

c

d

d

b

c

+

=

+

                         (7.4.14)



[image: image180.wmf]1

2

1

2

2

1

2

1

d

b

b

a

d

b

b

a

+

=

+

                         (7.4.15)



[image: image181.wmf]1

2

1

2

2

1

2

1

c

d

a

c

c

d

a

c

+

=

+

.                         (7.4.16)

Уравнения (7.4.13) и (7.4.14) накладывают следующее ограничение на функции
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а из уравнений (7.4.15) и (7.4.16) имеем
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Здесь введены параметры 
[image: image184.wmf]ε

 и 
[image: image185.wmf]ω

, которые не зависят от 
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.


Используем соотношения (7.4.17), (7.4.18) и получим
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Положим, что в бинарную 
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При подстановке (7.4.20) в (7.4.19) вытекает матрица 
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определитель которой равняется
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Далее умножим матрицу 
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приравняем результат матрице 
[image: image199.wmf](

)

S

A

 и получим групповые операции умножения
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С учетом значения определителя (7.4.22) вычислим обратную матрицу
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и, согласно (7.4.10), преобразуем ее к виду
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Здесь взаимосвязь между 
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-энтропией 
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 и ее обратным элементом 
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из которых получим соотношения
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Итак, представление абелевой группы 
[image: image212.wmf]q

-энтропий группе матриц показывает, что для коммутативной бинарной операции 
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В абелевой группе матриц остается неопределенной функция 
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7.5. ИЗОМОРФИЗМ ГРУППЫ МАТРИЦ
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Находим явный вид функции 
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                                            d(S)=d(S1) d(S2)                                  (7.5.3)
Перепишем (7.5.2) в виде
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и, дифференцируя 
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, получим уравнение
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решением которого является функция
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Используя значения параметров 
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которая определяет 
[image: image236.wmf]q

-энтропию Тсаллиса
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Тем самым достигается взаимосвязь со статистическими характеристиками неэкстенсивной системы.


Подставим (7.5.6) в (7.5.1) и получим окончательное значение матрицы
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Интерестным является тот факт, что обратный элемент
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совпадает с 
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и, соответственно, 
[image: image245.wmf]q

-энтропию [76, 85]
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Как и следовало ожидать, обратным элементом к 
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Рассматриваемые 
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Далее рассмотрим случай 
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где для 
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Используем бинарную операцию умножения 
[image: image262.wmf]q

-энтропий, записанную в виде


[image: image263.wmf]2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

S

S

S

S

S

S

ω

ω

ω

ω

ω

ω

-

+

-

+

=

-

+

,                  (7.5.17)

и получим тождество
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Произведем замену функции 
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Дифференцируем 
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Решая (7.5.20), имеем функцию
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Приравниваем ее полунорме 
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соответствующую типу 4 (глава 4).


Обратный элемент равняется противоположной энтропии 
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. Матрица (7.5.14) имеет следующий вид
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Наконец, используя групповые операции при 
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получим функцию
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из которой при 
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 вытекает энтропия Реньи
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Для матрицы имеем значения
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Энтропия Реньи, имеющая аддитивный закон сложения для независимых систем, соответствует типу 2 (глава 4) 
[image: image287.wmf]q

-энтропий. Полученные результаты показывают, что исходная матрица имеет коэффициент пропорциональности в виде полунормы
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с матрицей 
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Сопоставим унимодулярной матрице 
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Тогда такое отображение является изоморфизмом группы матриц 
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б) наличие единичного элемента
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в) наличие обратного элемента
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г) коммутативность
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Как и в случае макроскопических 
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Умножение коммутативно, ассоциативно. Имеется единичный элемент в условии 
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и, используя условие коммутативности и условие бинарной операции не выше второго порядка относительно микроскопической 
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Параметр 
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и, соответственно, матрицу с обратным элементом
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Перемножим матрицы 
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из которого следуют групповые операции умножения
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Затем дифференцируем 
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которая при 
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среднее значение которой является энтропией Тсаллиса
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При этом матрица 
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В пределе 
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 из (7.6.16) вытекает микроскопическая энтропия
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и, соответственно, при усреднении имеем макроскопическую энтропию Больцмана-Гиббса-Шеннона
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Группа матриц задается матрицей
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где микроскопическая энтропия и распределение имеют групповую операцию сложения
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В заключение отметим, что обратный элемент в группе микроскопических 
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-энтропий
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совпадает с эффективной микроскопической 
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Изоморфизмом группы матриц 
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7.7. ГРУППЫ МИКРОСКОПИЧЕСКИХ                                                                                                                                                                                           И МАКРОСКОПИЧЕСКИХ ЭНЕРГИЙ

Рассмотрим простой абстрактный вывод явного вида бинарной операции умножения произвольных макроскопических физических величин 
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Значение 
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 не зависит от замены одной системы на другую независимую систему и, следовательно, имеем равенство
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которое приводит к условию
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Подставляем функцию 
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Для определения значения функций 
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Приравниваем выражение (7.7.5) известной формуле
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и находим
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В итоге имеем бинарные операции
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При 
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из (7.7.8) и (7.7.9) получим бинарную операцию умножения энтропий Тсаллиса и средних энергий
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Бинарная операция умножения микроскопических энергий легко выводится из закона умножения равновесных 
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Из (7.7.14) вытекает общая микроскопическая энергия и свободная энергия
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Интегрирование (7.7.15) по распределению 
[image: image382.wmf]12

p

 приводит к выражению (7.7.13), что подтверждает справедливость приведенного абстрактного вывода бинарной операции умножения макроскопических энергий.


Учитывая общую микроскопическую энтропию
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получим значение ее флуктуации
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где
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Таким образом, групповая бинарная операция умножения микроскопических энергий коммутативна, ассоциативна. Единичному элементу в условии 
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 совпадает с эффективным гамильтонианом (7.2.5). Аналогично находим абелеву группу с соответствующей бинарной операцией умножения флуктуаций микроскопических энтропий 
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В качестве приложения рассмотрим тепловое равновесие двух независимых систем, представляющих собой общую замкнутую систему с постоянными значениями энтропии и энергии. Варьируем (7.7.12) и (7.7.13) и имеем равенства
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из которых вытекает условие
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Условие (7.7.22) удовлетворяется тождественно только при выполнении равенства
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означающего равенство температур двух независимых систем при их тепловом контакте.


Умножение макроскопических физических величин 
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является некоммутативным, то есть 
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то такое групповое умножение коммутативно
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и ассоциативно
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Единичному элементу в условии
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соответствует значению 
[image: image404.wmf]0
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Обратный элемент в условии
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получаем из равенств нулю общих макроскопических величин при 
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Сопоставим абелеву группу неэкстенсивных величин 
[image: image410.wmf](
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. Здесь не приводим математические выкладки, а сразу записываем конечный вид матрицы
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Умножение матриц является коммутативным
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и ассоциативным
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Единичным элементом является единичная матрица при 
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Здесь свободная энергия 
[image: image422.wmf]q

F

 удовлетворяет бинарной операции умножения (7.7.16).

7.8. ФЛУКТУАЦИИ И СУПЕРОПЕРАТОРЫ

Рассмотрим смешанный ансамбль неэкстенсивных микросистем, описываемый оператором плотности 
[image: image423.wmf]ρ

. Среднее, флуктуация и конечная дисперсия произвольной эрмитовой квантовой величины определяются выражениями
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Для двух величин 
[image: image425.wmf]U

 и 
[image: image426.wmf]T

 запишем положительно определенный функционал
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где 
[image: image428.wmf]λ

– любое комплексное число. Минимизация выражения (7.8.2) приводит к неравенству
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которое с учетом разложения
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примет следующий вид
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Знак равенства в (7.8.5) достигается при условии
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Соотношение неопределенности (7.8.5) имеет достаточно общий вид и применимо к любому уровню описания неэкстенсивных систем. Поэтому сначала изучим квантовый ансамбль, который дает термодинамическое описание. Для нахождения термодинамических флуктуаций равновесных квантовых величин определим производную оператора плотности
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и получим корреляцию
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а также дисперсию
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которая является мерой точности измерения физических величин. Величины 
[image: image436.wmf]U

 и 
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 не зависят от параметра 
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Пары величин 
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 решением уравнения (7.8.7) являлось бы равновесное 
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-распределение. Подставим значение корреляции (7.8.8) в (7.8.5) и получим соотношение неопределенностей
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Пусть 
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зависит от свободной энергии 
[image: image448.wmf]q
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 неэкстенсивной системы и имеем следующее уравнение для оператора плотности
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После преобразований из (7.8.12) вытекает уравнение для ненормированного оператора плотности
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где след оператора
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Уравнение (7.8.13), представленное в координатном представлении (5.6.13), является основой для решения задач равновесной термодинамики неэкстенсивных систем. При 
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 оно совпадает с уравнением Блоха (2.4.28).


Соотношение неопределенностей (7.8.10) и дисперсия (7.8.9) примут следующий вид
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Далее рассмотрим состояние ансамбля, который дает чисто квантомеханический способ описания. Для этого определим следующую производную оператора плотности
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Пары величин 
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 есть известные сопряженные пары в квантовой статистической механике [25].


Используем среднее от коммутатора флуктуации
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и из (7.8.5) получим соотношение неопределенностей
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где коэффициент корреляции
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Для пары произвольной величины с гамильтонианом из (7.8.19) следует неравенство
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При 
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 уравнение (7.8.17) совпадает с уравнением Неймана, а неравенство (7.8.21) отличается от неравенства Тамма-Мандельштама [34] наличием коэффициента корреляции.


Аналог уравнения (7.8.17) для ансамбля классических систем с многочастичным распределением 
[image: image462.wmf](

)

t

p

r

p

p

i

i

,

,

r

r

=

 имеет следующий вид
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Используя равенства (1.3.6) для гамильтоновых систем, получим из (7.8.22) уравнение
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которое при 
[image: image465.wmf]1
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 равняется традиционному уравнению неразрывности для распределения в фазовом пространстве. Легко показать, что уравнение (7.8.22) есть кинетическое уравнение (6.1.13) с источником микроскопической энтропии 
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, зависящим от распределения и производных гамильтониана и распределения.


Наконец, приведем соотношения
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которые взаимосвязывают 
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 в соотношениях (7.8.9) и (7.8.19) с величинами, усредненными по формуле (4.1.3).


Вопросы квантовой теории параметрического оценивания, в которой используются неравенства (7.8.10) и (7.8.19), рассмат-ривать не будем. Это представляет собой отдельную задачу. Лишь отметим, что кратко приведенные результаты обобщают теоретические выкладки для экстенсивных систем, рассмотренные в работах [25, 137]. Основной вывод заключается в следующем. Введение супероператоров 
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 в виде производных операторов плотности приводит к появлению в соотношении неопределенностей коэффициента 
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 и слагаемого, зависящего от производной энтропии Тсаллиса 
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. Представляется перспективным дальнейшее построение теории супероператоров для неэкстенсивных систем. Здесь же показана идейная сторона этой теории.
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