PAGE  


Глава 3

НЕОБРАТИМЫЕ КИНЕТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


В настоящее время имеются различные схемы построения неравновесной статистической механики. Они отличаются друг от друга исходными принципами, из которых выводятся кинетические уравнения для функций распределения. Кроме того, эти принципы порой являются внутренне противоречивыми, несмотря на различные дополнения и предложения. Количество публикаций очень велико, отметим лишь монографии [1–3, 27–29, 38, 41, 43, 48].


Ниже предлагается необратимое кинетическое уравнение с источником в виде производства микроскопической энтропии. При весьма общих условиях получен статистический критерий эволюции систем. Обсуждаются проблемы необратимости для кинетических уравнений, в которых источником является флуктуация различных физических величин. Приводятся статистический и вариационный методы получения уравнений. Основой этой главы послужили работы автора [10–13, 23, 25,137,138], систематизированные и дополненные некоторыми новыми результатами.

3.1. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ С ИСТОЧНИКОМ. 

СТАТИСТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ ЭВОЛЮЦИИ


В статистической модели Гиббса рассматривается кинетическое уравнение Лиувилля для неравновесного нормированного распределения 
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которое учитывает, что точки деформируемой фазовой области 
[image: image3.wmf]G

 перемещаются в соответствии с заданными уравнениями движения.


Для вывода уравнения (3.1.1) использовались теорема о сохранении меры Лиувилля для области 
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и условие неизменности во времени нормировки распределения
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Следствием инвариантности объема фазовой области 
[image: image7.wmf]G

 во времени имеем равенство в дифференциальной форме 
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которому должны удовлетворять уравнения движения рассматриваемого класса микросистем. Равенство (3.1.4) выполняется тождественно, если точки перемещаются согласно уравнениям движения Гамильтона
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Используя  (3.1.4), получим 
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Здесь значения полной производной от распределения и микроскопической энтропии 
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Величина (3.1.8) есть производство микроскопической энтропии. 


Следствием инвариантности закона сохранения нормировки во времени (3.1.3) имеем из (3.1.6) интегральное соотношение


[image: image15.wmf](

)

(

)

0

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

ò

pdX

dt

p

ds

dt

p

ds

E

,                      (3.1.9)

которое означает равенство нулю среднего значения производства микроскопической энтропии. 


Теперь введем уравнение баланса для статистической модели неравновесного состояния [25,137]
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где 
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)

t

x

,

s

s

=

 является источником микроскопической энтропии и отвечает за необратимость микропроцессов в открытой системе. Тогда получим кинетическое уравнение для неравновесного распределения
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с источником, среднее значение которого равно нулю 
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Запишем уравнение баланса в локальном виде. Для этого умножим (3.1.10) на распределение 
[image: image20.wmf]p

 и после преобразований получим 
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Здесь 
[image: image23.wmf]Q

 есть локальный источник микроскопической энтропии. 


При 
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 уравнения (3.1.10), (3.1.11) и (3.1.13) описывают эволюцию системы из 
[image: image25.wmf]N

 частиц в рассматриваемой статистической модели необратимых процессов. Рассмотрение носит общий характер и справедливо при любом значении 
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. 

При 
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 для гамильтоновых систем получим кинетическое уравнение Лиувилля (3.1.1) в подходе Гиббса. 


Наконец, вычислим производную по времени от среднего значения произвольной неравновесной физической величины
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Соотношение (3.1.15) легко записать посредством корреляции величин 
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 и 
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где 
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 есть их флуктуации.

Используя кинетическое уравнение (3.1.2), перепишем (3.1.15) и (3.1.16) следующим образом   
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Если принять  
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, то из (3.1.15) получим значения дисперсии производства микроскопической энтропии
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Из (3.1.19) следуют новый, статистический критерий эволюции 
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и неравенства
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Следует особо подчеркнуть, что развиваемый подход справедлив при конечном втором центральном моменте (дисперсии) для производства микроскопической энтропии. При этом условии (3.1.20) указывает, в каком направлении развивается система. 


В неравновесной термодинамике [8] критерий эволюции записывается для макроскопической энтропии в виде 
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 соответствует неравновесному стационарному состоянию, причем условие убыли производства макроскопической энтропии справедливо только для линейного по термодинамическим силам приближения. Вышеприведенный критерий эволюции в виде неравенства (3.1.20) обладает большей степенью общности, так как является строгим статистическим результатом и пригоден вдали от термодинамического состояния.


Таким образом, рассматриваемая модель позволяет на первом этапе делать отбор класса микросистем, удовлетворяющих условию (3.1.4). На втором этапе делается  отбор возможных типов источников микроскопической энтропии, согласно условиям  (3.1.9) и (3.1.20), записанных следующим образом 
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Из условий (3.1.23) вытекает, что в открытой системе происходит рост среднего значения изменения источника микроскопической энтропии до установления состояния, при котором среднее значение источника равно нулю.


В случае гамильтоновых систем получим кинетические уравнения для распределения
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и микроскопической энтропии
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Из равенства (3.1.17) вытекают следующие уравнения движения для средних значений координат
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импульсов
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изменения во времени среднего значения функций Гамильтона.
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Полученные уравнения (3.1.26) – (3.1.28) для средних значений отличаются по форме от уравнений модели Гиббса (1.7.11) – (1.7.13). Имеются дополнительные слагаемые, зависящие от корреляций рассматриваемых величин, где флуктуация источника микроскопической энтропии равняется 
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В настоящей статистической модели имеет место необратимость, характеризующаяся различными знаками производной энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона
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в зависимости от значения корреляции 
[image: image52.wmf](
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, а также обус-                                      ловленная возрастанием среднего значения производства источника микроскопической энтропии
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В заключение следует отметить, что в геометрическом смысле объем фазовой области 
[image: image54.wmf]G

 представляет собой скалярную плотность с весом, равным единице [44]. Поэтому в общем случае значение 
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должно быть заменено на 
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, где величина 
[image: image57.wmf]D

 в первой степени есть якобиан преобразования координат фазового пространства для движущегося объема. В традиционной статистической  механике принимается равенство 
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, что и приводит к условию (3.1.4). При 
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 объем фазовой области может изменяться во времени, что, однако, не дает дополнительного источника микроскопической энтропии. Представляется возможность в рассматриваемый класс включить микросистемы негамильтонового типа. При этом находится значение 
[image: image60.wmf]D

 из уравнения
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и производится усреднение произвольной величины при помощи скаляра 
[image: image62.wmf](
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Далее возникает вопрос вывода кинетического уравнения статистической модели необратимых процессов (3.1.11) и определения вида источников. 

3.2. НЕРАВНОВЕСНЫЙ СТАТИСТИЧЕСКИЙ ПРИНЦИП

Пусть состояние неравновесной открытой системы описывается распределением 
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 и конечными дисперсиями для производства микроскопической энтропии 
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. Рассмотрим флуктуации этих величин в одном макроскопическом опыте. Запишем функционал [13, 25]
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где 
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– произвольный параметр 
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Для определения минимума функционала используем условие 
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В итоге из (3.2.1) получим соотношение неопределенностей
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Здесь 
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 есть дисперсии рассматриваемых величин, а 
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Состояние минимальной неопределенности, при котором в (3.2.3) имеем знак равенства, определяется из соотношения
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Коэффициент корреляции равняется
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Используя пределы изменения 
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 перепишем равенство (3.2.4) в следующем виде 
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Из (3.1.17) получим значение корреляции
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и соотношение неопределенностей (3.2.3) запишем в виде
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Состояние с минимальной неопределенностью в (3.2.3)  достигается, согласно (3.2.4), для распределения, удовлетворяющего кинетическому уравнению с источником
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Для микроскопической энтропии имеем следующее уравнение
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из которого вытекает выражение источника
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Коэффициент 
[image: image85.wmf]l

 является характерным параметром уравнений и имеет значение
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В дальнейшем при рассмотрении состояния с минимальной распределенностью подразумевается равенство 
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Рассмотрим несколько  примеров для различных физических ситуаций.


Пример 1. Флуктуации пары физических величин 
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которая связывает воедино дисперсии микроскопической энтропии и ее производства с производством макроскопической энтропии 
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При знаке равенства в (3.2.13) из  (3.2.9) вытекает замкнутое кинетическое уравнение
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Здесь источником производства микроскопической энтропии является флуктуация энтропии с точностью до знака и постоянного множителя. Это позволяет записать, согласно (1.5.15), среднее значение в виде
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Величина 
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 является характерным временем для необратимых процессов
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Пример 2. Величина 
[image: image96.wmf]U

 есть производство функции Гамильтона
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Соотношение неопределенностей (3.2.8) примет вид 
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Минимум в (3.2.18) достигается для распределения, удовлет-                                                        воряющего кинетическому уравнению
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Рассматриваемый пример примечателен тем, что позволяет ввести характерную температуру
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связанную с флуктуациями производств микроскопической энтропии и функции Гамильтона. 


Пример 3. Величина 
[image: image101.wmf]H
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 есть функция Гамильтона. Тогда из исходного неравенства (3.2.8) следует 
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При знаке равенства в (3.2.21) имеем кинетическое уравнение 
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где характерный параметр 
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имеет размерность 
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Пример 4. Неравенство (3.2.8) позволяет рассмотреть новую термодинамически сопряженную пару 
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 есть оценка нефлуктуирующего параметра 
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, который представляет собой момент времени макроскопического измерения физической величины в динамике открытой системы. Оценка не зависит явно от 
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, выражается через известные физические величины и удовлет-                                     воряет условию локальной несмещенности
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Для среднего значения оценки из (4.2.24) вытекает равенство
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Здесь 
[image: image113.wmf]0
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 есть начальное значение времени, от которого производится измерение.


Из неравенства (3.2.8) следует соотношение неопределеннос-                                       тей для сопряженных величин
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а для оценки имеем уравнение 


[image: image115.wmf]0

=

þ

ý

ü

î

í

ì

+

=

å

*

*

*

N

i

i

i

i

i

p

t

t

p

r

t

dt

r

d

dt

dt

r

r

r

r

¶

¶

¶

¶

¶

¶

.                (3.2.27)

Таким образом, величина 
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 может зависеть от аддитивных интегралов уравнений движения Гамильтона.


Наконец, используя (3.2.9) и (3.2.12), получим для состояния с минимальной неопределенностью следующее кинетическое уравнение
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Здесь характерным промежутком времени 
[image: image118.wmf](
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 является среднее квадратичное отклонение несмещенной оценки. 


Таким образом, необратимые явления описываются точными кинетическими уравнениями (3.2.9) или (3.2.10) для состояний с минимальной неопределенностью дисперсии производства микроскопической энтропии. Эти уравнения отличаются от уравнений Лиувилля в подходе Гиббса наличием источника микроскопической энтропии в виде флуктуации какой-либо физической величины. 

3.3. НЕРАВНОВЕСНЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП 


Рассмотрим экстремальные свойства неравновесных распределений, которые удовлетворяют каким-либо кинетическим уравнениям. Определение соответствующего распределения представляет задачу на экстремум функционала [25,137]
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где подынтегральная функция содержит распределение 
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Используем известные вариационные методы  и получим 
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Первое слагаемое выпадает, так как 
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 в моменты времени 

 и 

. Из (3.3.2) следует кинетическое уравнение второго порядка в общем виде 
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которое определяет 
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 с точностью до двух произвольных постоянных. Эти постоянные находятся из заданных значений распределения.


Вариационная задача не имеет смысла, если 
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 зависит линейно от 
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При функции 
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[image: image132.wmf]1

C

p

W

p

W

=

-

&

&

¶

¶

.                                (3.3.4)

Это легко проверить, если умножить (3.3.3)  на 
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вдоль фазовой траектории.


Рассмотрим два случая для состояний с минимальной неопределенностью.


1. Исследуем экстремум дисперсии производства микроскопической энтропии при условии заданности значения дисперсии произвольной величины 
[image: image135.wmf]U

. Тогда находим безусловный экстремум следующего функционала
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где 
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 есть неопределенный коэффициент Лагранжа, который изменяется в пределах 
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Общее решение уравнения (3.3.7)  содержит две произвольные постоянные 
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которое перепишем в виде
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Интегрируем (3.3.9) по фазовому объему и, используя результат
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получим значение 
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В итоге получим кинетическое уравнение


[image: image150.wmf](

)

(

)

[

]

U

U

dt

p

ds

E

-

±

=

t

,                         (3.3.12)

которое  при 
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 совпадает с уравнением (3.2.10) для производства микроскопической энтропии при состояниях с минимальной неопределенностью.


2. Пусть произвольная величина 
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Для первого интеграла имеем выражение
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Усредним уравнение (3.3.13) и проинтегрируем по фазовому объему равенство (3.3.14). В итоге, получим значение 
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которому должна удовлетворять величина 

.


Из (3.3.14) вытекает кинетическое уравнение
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В частности при 
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 условие (3.3.15) выполняется, и из (3.3.16) получим известный результат
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где источником является флуктуация микроскопической энтропии. 


В заключение рассмотрим экстремум функционала (3.3.1) для подвижной границы в момент времени 
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. Тогда вместо (3.3.2) имеем следующее значение вариации
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На экстремалях справедливо равенство
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а из (3.3.18) вытекает необходимое условие экстремума 
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 в виде 
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Если фиксировано значение 
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Поскольку значение 
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 имеет произвольное значение, то уравнения (3.3.19) и (3.3.21) дают решение задачи о минимуме дисперсии производства микроскопической энтропии в виде кинетического уравнения (3.3.12).


Итак, вариационные методы позволяют получать кинетические уравнения для распределений нелиувиллевой динамики. Так, принцип минимума дисперсии производства микроскопической энтропии при дополнительных условиях дает кинетическое уравнение для состояний с минимальной неопределенностью. Легко заметить, что указанный принцип можно переформулировать и доказать как принцип минимума среднего значения производной производства микроскопической энтропии. Для других физических ситуаций возможны иные кинетические уравнения. Главное преимущество рассмотренных уравнений в том, что они имеют источник микроскопической энтропии, который описывает необратимые явления в открытой системе. 

3.4. НЕОБРАТИМОСТЬ И ЭВОЛЮЦИЯ ОТКРЫТЫХ СИСТЕМ


Статистические характеристики неравновесного состояния с минимальной неопределенностью позволяют исследовать необратимость в открытой системе. Уравнение Лиувилля описывает установившееся неравновесное состояние с постоянным значением макроскопической энтропии, что означает отсутствие необратимых явлений. Флуктуация какой-либо физической величины нарушает данное состояние и зарождает динамический неравновесный переход, для которого функция распределения подчиняется кинетическому уравнению
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Производная по времени среднего значения физической величины 
[image: image170.wmf]T

 вычисляется, согласно (3.1.17), по формуле
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Здесь полная производная равняется
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Если величина 
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Итак, согласно (3.4.2), вопрос эволюции во времени произвольной макроскопической величины 
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В случае 
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 имеем строгое статистическое неравенство 
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Из (3.4.5) вытекает, что при положительном знаке у источника  
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а при отрицательном знаке 
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Знак равенства в (3.4.6) или (3.4.7) достигается только для лиувиллевого установившегося неравновесного состояния, а неравенства описывают необратимые процессы в нелиувиллевой динамике. Стационарным распределением является решение следующего уравнения
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не зависящее явно от времени.


Рассмотрим несколько примеров необратимости в открытой системе, описываемой замкнутыми кинетическими уравнениями.


Пример 1. Пусть переход возникает из-за флуктуации микроскопической энтропии. Микросостояния характеризуются функцией распределения, удовлетворяющей кинетическому уравнению
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Необратимые процессы в макросостояниях сопровождаются, согласно (3.4.6) и (3.4.7), увеличением или убыванием макроскопической энтропии.


Важной особенностью является тот факт, что соотношение неопределенностей (3.2.13) определяет границы производства  макроскопической энтропии
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для которых выполняются следующие равенства
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Если источник имеет положительный знак, то макроскопическая энтропия возрастает от установившегося неравновесного состояния с 
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Пример 2. Величина 
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 есть функция Гамильтона. Для распределения имеем незамкнутое кинетическое уравнение 
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Направления необратимых процессов, связанных с диссипацией энергии 
[image: image192.wmf]H

, определяются неравенствами
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для которых требуется знание производства функции Гамильтона. 


Пусть состояние системы описывается распределением 
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Введем характерную температуру равенством
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и распределение примет следующий вид
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При 
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 получим замкнутое уравнение для  функции Гамильтона
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Здесь 
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 есть характерный параметр времени, имеющий место в диссипативных процессах. Из (3.4.18) следует равенство 
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Направления необратимых явлений от полного равновесия с 
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которые легко находятся из соотношения неопределенностей
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Пример 3. Наконец, отметим, что динамический неравновесный переход характеризуется физической информацией различия
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где распределение 
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 удовлетворяет уравнению Лиувилля. Для микроскопической информации различия и ее производства имеем следующие равенства





 EMBED Equation.2  [image: image208.wmf](
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Тогда для пары 
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:

 справедливо соотношение неопределенностей
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которое с учетом (3.4.24) можно записать так


[image: image213.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

2

2

:

:

:

ú

û

ù

ê

ë

é

³

ú

û

ù

ê

ë

é

dt

p

p

dI

k

dt

p

p

di

p

p

i

l

l

l

D

D

.           (3.4.26)

Соотношение (3.4.26) связывает воедино дисперсии микроскопической информации различия и ее производства с физической информацией различия (3.4.22). При состоянии минимальной неопределенности имеем замкнутое кинетическое уравнение
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а необратимость будет проявляться в убывании или возрастании, согласно (3.4.6) или (3.4.7), физической информации различия. 


Итак, необратимые процессы в нелиувиллевой динамике развиваются при флуктуациях  каких-либо физических величин. Возможны ситуации с возрастанием или убыванием энергии, мер беспорядка и порядка и т.п. Такая необратимая эволюция открытой системы следует из структуры соответствующих кинетических уравнений. 
3.5. КВАНТОВОЕ КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ С ИСТОЧНИКОМ


Обобщим приведенные результаты для классической статистической механики на случай квантовых открытых систем. Смешанный ансамбль систем описывается нормированным эрмитовым оператором плотности 

 в гильбертовом пространстве, с помощью которого  определяется среднее значение любой квантовой величины 
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и другие статистические характеристики системы.


Рассмотрим флуктуации 
[image: image217.wmf](
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 двух совместно измеряемых квантовых величин в одном макроскопическом опыте. Измерения проводятся при конечных дисперсиях 
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, определяющих возможный предел точности измерения. Запишем функционал
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где 
[image: image222.wmf]+

U

есть сопряженный оператор, 
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– любое комплексное число. Минимизируем  выражение (3.5.2) и в итоге получим неравенство
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Используем следующее разложение на эрмитовые операторы
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Тогда из (3.5.3) вытекает квантовое неравенство Шварца
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Минимальная неопределенность в (3.5.5) достигается при равенстве
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В частном случае эрмитовых операторов 
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 соотношение неопределенностей (3.5.5) перепишется в виде 
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Здесь коэффициент корреляции
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характеризует статистическую зависимость величин 
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 и 
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, а выражение
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есть их коммутатор.


Неравенство (3.5.5) было получено различными методами, начиная с работы [114].


Рассмотрим произвольную пару канонически сопряженных величин 
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которое при 
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)

0

,

=

p

q

r

 характеризует принцип неопределенностей Гейзенберга. 


В многомерном случае представим линейные функции флуктуаций 
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с произвольными комплексными векторами 
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Подставляя (3.5.11) в (3.5.3), получим неравенство
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Здесь введены следующие матрицы


[image: image244.wmf](

)

j

i

ij

U

U

U

D

D

=

=

+

E

U

,   
[image: image245.wmf](

)

j

i

ij

P

P

T

D

D

=

=

+

E

T

 


[image: image246.wmf](

)

i

i

ij

U

P

C

D

D

=

=

+

E

C

,                          (3.5.13)

для которых имеем 
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Положим 
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  и перепишем (3.5.12) так
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где 
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 есть обратная матрица к 
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Подставим его в (3.5.14) и в результате имеем наиболее общее многомерное квантомеханическое неравенство [134]
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для определения нижней границы матрицы 
[image: image256.wmf]U

.


Матричное неравенство (3.5.16) является квантовым аналогом неравенства (2.5.4) для классических открытых систем.

Определим уравнения для оператора плотности и оператора микроскопической энтропии 
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которые являются квантовыми аналогами уравнений (3.2.9) и (3.2.10). Величина 
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 есть источник микроскопической энтропии и 
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Дифференцируем по времени среднее значение произвольной неравновесной величины
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и находим корреляцию величин 
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При выводе (3.5.17) и (3.5.20) использовались равенства
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Положим 
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 и из (3.5.20) получим обобщенный статистический критерий эволюции открытой системы
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Необратимая эволюция по времени измеряемой физической величины 
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Соотношение неопределенностей (3.5.5) принимает следующий вид
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Знак равенства имеем, согласно (3.5.6), для квантового уравнения нелиувиллевой динамики
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где источником является флуктуация величины 
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с точностью до коэффициента.

Возвращаясь к выражению функционала (3.5.2), дополним состояние с минимальной неопределенностью еще одним равенством
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что приводит к сопряженному кинетическому уравнению 
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Для стационарного распределения имеем следующее уравнение


[image: image279.wmf](

)

[

]

r

l

r

r

U

U

k

ih

H

H

E

-

-

=

-

.                     (3.5.28)


Главной целью первых трех глав является краткое изложение в самых общих чертах математического аппарата статистической модели Гиббса, информационных проблем теории самораспада и самоорганизации открытых аддитивных систем, а так же новой статистической модели с источником микроскопической энтропии для необратимых явлений. В полном объеме этот аппарат и другие вопросы статистической теории аддитивных систем описываются в книге автора [25].
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